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Extremwerte ohne Nebenbedingungen

Aufgabe 10.1
Bestimmen Sie die globale Minimalstelle der Funktion

flr,y) =2 +3y* =20 -9y +5 ;r € R,y € R

Aufgabe 10.2
Ein Monopolist biete zwei Produkte A und B an, fiir die folgende Preis- Absatz-Funktionen
gelten:

pa(ra) =48 — 4z ;24 € [0;12]

pe(rp) =44 — 2xp ;xp € [0;22]
Die Herstellung beider Produkte erfolgt auf einer Produktionsanlage, deren fixe Kosten
100 Geldeinheiten (GE) betragen. An variablen Kosten verursacht A 8 GE/ME, B 12
GE/ME.
Ermitteln Sie fiir beide Giiter die Gewinn-maximale Preis-Mengenkombination sowie den
Gewinn.



Aufgabe 10.3
Untersuchen Sie die Funktion f auf Extremwerte (notwendige und hinreichende Bedin-
gungen)!

1 1
flar,20) = ZSU%"‘ §$§+$1$2+-’E1 — 2y ; Dy =R




Aufgabe 10.4
Ein Monopolist verkauft zwei Produkte X7, X5 und hat die folgenden Preis-Absatz-Funktionen:
pl(:rl, 1'2) =50 — 2!13'1 ;X1 € [O, 25], Xo € [O, 25]
pa(T1,m9) = 100 — 4xy ;21 € [0;25], 29 € [0;25]
Dabei bezeichnen p; den Preis fiir eine ME des Produkts X; und py den Preis fiir eine ME
des Produkts Xs, ferner x; die Absatzmenge des Produkts X; und z, die Absatzmenge
des Produkts Xs.
Die Gesamtkosten des Monopolisten betragen:
K(x1,29) = 102y + 1029 4+ 22122 + 100 ;21 € [0;25], 22 € [0;25]
Gesucht sind der Preis und die Menge fiir jedes Produkt, so dass ein maximaler Gewinn
erreicht wird. Wie grof ist der Gewinn?

Aufgabe 10.5
Ein Unternehmen stellt einen CD-Player her, den es in den USA und in Deutschland
verkauft. Seien x und y die Zahlen der wochentlich in den USA bzw. in Deutschland
abgesetzten Geréte. Die Verkaufspreise werden in jedem Land wie folgt bestimmt:

prsa = (100 — 3) Euro in den USA und pp = (120 — ) Euro in Deutschland.
Fiir die Herstellung der CD-Player gilt: Die variablen Stiickkosten sind konstant 20 Euro
pro Stiick und die Fixkosten betragen 2000 Euro pro Woche.

a) Stellen Sie die Gewinnfunktion G(z,y) unter der Annahme auf, dafl alle produzierten
Geriéite verkauft werden.



2000

b) Ermitteln Sie die kritischen Punkte (stationére Stellen) von G.
¢) Zeigen Sie, daB es sich bei dem kritischen Punkt aus b) um ein Maximum handelt.

d) Wie gro8 ist der maximale Gewinn?



Aufgabe 10.6
Zwei Produzenten A; und A, bieten je ein Gut an. Zwischen den Absatzvariablen xi, o
und den Preisvariablen py, po gelten die Beziehungen:

x1 = 100 — 2p; — po

e =120 — p1 — 3p2
Die Kosten sind gegeben durch:

Ki(z1) =120 + 224

Ky(z2) = 120 4 224

a) Ermitteln Sie die Gewinnfunktionen Gy, Gy beider Produzenten sowie die gemeinsame
Gewinnfunktion G = G + G5 jeweils in Abhéangigkeit von pq, ps.

b) Wie sind die Preise zu wihlen, sodass der gemeinsame Gewinn G maximal wird? Geben
Sie den maximalen Gewinn an.

c) Nach einem Streit setzt Produzent As den Preis auf p, = 16. Wie hat dann A; den
Preis p; zu wéhlen, damit G; maximal wird?

d) Ist es fiir die Kéufer des von A; angebotenen Gutes von Vorteil, wenn der Konflikt
zwischen A; und As beigelegt wird?



Losung zu Aufgabe 10.1

fol@,y) =22 =2 fou(x,y) =2
fy(x>y) =06y—9 fyy(x>y) =6
fxy(zay) =0

Notwendige Bedingung;:

I 0 = 2x—-2 =1

IT 0 = 6y—9 ©y=15
Hinreichende Bedingung:
D(z,y) =2-6—0%=12 >} 1mer 0

fxx(il?, y) =2 Zimmer 0
d.h. glob. Mininz=1und y =15

Losung zu Aufgabe 10.2
U(za,xp) = pa-Ta+pp-rp =481 — 42% + 44w — 22%
K(xa,xzg) =8xa+ 1225 + 100

G(za, ) = —42% — 22% + 4024 + 3225 — 100

Gy, (a,2p) = —8x4 +40 Gujza(Ta,xp) = —8

Gop(Ta,2p) = -4z + 32 Gupap(Ta,zp) =—4
GxAxB(anzB) =0

Notwendige Bedingung;:

I 0 = —8x,4+40 & x4=5

II 0 = —4dop+32 S arp=28

Hinreichende Bedingung:

D(za,z5) = (—8) - (—4) — 0* = 32 > mer 0
Gopza(Ta,78) = =8 <smmer 0

d.h. glob. Max in (5;8)

Gewinn-maximale Mengen x4 = 5 ME und z3 = 8 ME
Gewinn-maximale Preise py = 28 GE und pg = 28 GE
maximaler Gewinn G(5;8) = 128 GE

Losung zu Aufgabe 10.3
fml (LL’l, S(Zg) = 0,55171 + 29 + 1 fﬂc1w1 (LL’l, SL’Q) = 0,5
foo(T1,20) = 23+ 21 — 1 fapay (%1, 22) = 229
fxlxg(zlax2) =1
Notwendige Bedingung;:

I 0 = 0,51’1+1’2+1

I 0 = z14+23-1

M-2-1 0 = 23 —21,-3
T9 = 3 oder x9 = —1

lL.Fall: 2, =3=1I0=2,+9—-1= 2, = -8
22Fallizy=-1=M0=214+1-1=2,=0



d.h. (0; —1) und (—8;3) sind mdogliche Extremstellen.
Hinreichende Bedingung:

D(0;—1) = =2 < 0; d.h. (0; —1) Sattelstelle
D(—8:3)=2>0und fo. (~8;3) =05 >0

d.h. lokales Minimum in (—8; 3)

Losung zu Aufgabe 10.4
U(z1,29) = 1 - p1 + o - pa = (5021 — 22%) + (10025 — 423)
G(xy,29) = U(wy, 19) — K(x1,12) = =223 — 423 — 22129 + 4021 + 9079 — 100
G, (1, m9) = —4wy — 229 + 40 Gz (1, 19) = —4
G, (x1,m9) = —8x9 — 221 + 90 Gryzn (1, 79) = —8
G$1,$2(x17x2> = -2
Notwendige Bedingung;:

I 0 = —4zy —2x5+440

IT 0 = —2721 —8x2+90

2.-1I-1 0 = —14z9 + 140 < 29 = 10
IT 0 = —42,-204+40 & 21=5

Hinreichende Bedingung:

Di(x1,22) = (—4) - (=8) — (=2)° = 28 >ner 0

lexl (Il, ZL’Q) =—4 <immer 0

d.h. glob. Max in (5;10)

Gewinn-maximale Mengen z; = 5 ME und z, = 10 ME
Gewinn-maximale Preise p; = 40 GE und p, = 60 GE
maximaler Gewinn G(5;10) = 450 GE

Losung zu Aufgabe 10.5
a) K(x,y)=20x + 20y + 2000

2 2
)

Uz, y) = (100—%)x—|— (120—%)y: 100z — 2+ 120y — &

1 1
G(z,y) = —5:52 - ny + 80z + 100y — 2000
b) Notwendige Bedingung:
Gi(z,y) =—2+80=0< 2 =280
G,y (z,y) = —0,5y + 100 < y = 200
d.h. (80;200) stationdrer Punkt

c) Hinreichende Bedingung:

Gyyl(z,y) =—-0,5
Gay(z,y) =0

D(a:,y) = (_1) : (_075) —0?= 0,5 ~immer 0
7



Goa(2,y) = —1 <immer 0
d.h. glob. Max in (80;200)

d) G(80;200) = 11200
d.h. der maximale Gewinn betragt 11200 Euro.

Losung zu Aufgabe 10.6

a) Kosten von Produzent A;:
Kl(pl>p2) = 120 —+ 2(100 — 2p1 — pg) = 320 — 4p1 — 2p2
Kosten von Produzent A,:
Ky(p1,p2) = 120 + 2(120 — p; — 3p2) = 360 — 2p; — 6po
Umsatz von Produzent A;:
Ul(p17p2) =pP1-x1=DpP1- (100 —2p1 — P2) = 100p; — 2]9% — DP1P2
Umsatz von Produzent A,:
Us(p1,p2) = p2 - o = pa - (120 — p1 — 3pg) = 120p2 — p1ps — 3p3
Gewinn von Produzent Aj;:
G1(p1,p2) = Ui(p1,p2) — Ki(p1,p2) = —2pT — pipa + 104p; + 2ps — 320
Gewinn von Produzent A,:
Ga(p1,p2) = Ua(p1, p2) — Ka(p1, p2) = —3p3 — pip2 + 126ps + 2p1 — 360
Gewinnsumme G = G + Ga:
G(p1,p2) = —2p3 — 2p1ps + 106p; — 3p3 + 128p, — 680

b) G;m (P17P2) = —4p; — 2p, + 106 Gplpl (P17P2) =—4
Gy (p1,p2) = —2p1 — 6po + 128 Gopops (D1, p2) = —6

Gplpz (pl ) p2) = —2
Notwendige Bedingung:

I 0 = —dp; —2ps + 106
11 0 = —2pi —6py + 128
T—2-11 0 = 10p; — 150 = =15
I 0 = —4p; —30+106 = p, =19

Hinreichende Bedingung:

D(p1,p2) =24 —4 =20 >j;imer 0
Gpip (P1,P2) = =4 <immer 0
d.h. (19;15) glob. Max
G(19;15) = 1287
c) p2 =16
N :100—2])1—16:84—2]91
U1 (p1) = p1 - @1 = p1(84 — 2py) = 84py — 2p}

Ki(p1) = 120 1 2(84 — 2p1) = 288 — dp,
G1(p1) = Ur(p1) — Ki(p1) = 88p1 — 2p7 — 288
(p1> 8 4p,

G”(pl)



Notwendige Bedingung:
0=88—4p; & p; =22
Hinreichende Bedingung:
GY(p1) = =4 <mmer 0
d.h. glob. Max in p; = 22

ohne Konflikt: p; = 19, po = 15
Mit Konflikt sind beide Preise hoher und zwar: p; = 22, p, = 16
d.h. aus Sicht der K&aufer sollte der Streit beigelegt werden



Extremstellen ohne Nebenbedingung

Eigenschaft Uberpriifung
lok. Min in (xo;y0) | fz(zo;90) =0
fy(zoiyo) =0

Ja (03 Y0) - fyy(x0§y0) - (fxy(xo;yo))z >0
fmm(«rO;yO) >0

lok. Max in (x¢; yo)

fe(20590) = 0
fy(ﬁo;yo) =0
f:c:c(xo;yO) ' fyy(xo;y()) - (fxy(xo;yO))z >0
fea(T0310) <0

glob. Min in (z¢; o)

fe(20590) = 0

fy(xOQ yo) =0

Faa(@ )+ Fyy(259) = (fay(w;9))* > 0 fiir alle 2,y € Dy
faz(z;y) > 0 fiir alle z,y € Dy

glob. Max in (zo; o)

fa(z0;90) =0

fy(x0590) = 0 )

fea(@39) - fy(3y) — (fay(259))” > 0 fiir alle x,y € Dy
faz(z;y) <O fiir alle z,y € Dy

(o;yo) Sattelstelle

fa(w0;90) = 0
fy(w0;90) =0
Jaa (03 Y0) - fyy(x0§y0) - (fxy(xo;yo))2 <0




