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Extremwerte unter Nebenbedingungen

Aufgabe 11.1 (schwer!)

An welchen Stellen liegen die moglichen lokalen Extrema der Funktion:
fz1,20) = 2223 ;01,09 > 0

unter Beriicksichtigung der Nebenbedingung z7 + x5 = 1627

Lésung: (3;3) maégliche Extremstelle unter NB

Aufgabe 11.2

Ein Erdslproduzent betreibt zwei Olquellen @, und @, jeweils mit den fixen Ko-
sten 500. Die variablen Kosten betragen in Abhéngigkeit der Férdermengen x; und
Ty Ki(x1) = 0,522 fiir Q; und Ky(wy) = 23 + 21, fiir Q5. Die Summe der beiden
Fordermengen soll 80 Einheiten betragen. Die Kostenfunktion K : IR*> — IR des
Produzenten ist somit gegeben durch:

1
K(zy, 1) = ixf + 3 + 225 + 1000.
Ermitteln Sie unter der Nebenbedingung
T+ Lo = 80

eine Kostenminimalstelle.
Lésung: (54;26) glob. Minimalstelle unter NB

Aufgabe 11.3

Die Produktionsfunktion der Unternehmung A sei

x(ry,me) = 151y + 261 + 21719 — 13 — 213,
wobei r; und ro die Mengen zweier unterschiedlicher Arbeitsinputs U und V' be-
zeichnen. Der Lohnsatz fiir U sei 3, der fiir V' gleich 2. Die Unternehmung will
insgesamt nur 50 Geldeinheiten fiir die Arbeitsinputs ausgeben. Ermitteln Sie den
grofstmoglichen Output. Dabei gelte fiir die Produktionskosten und den Output der-
selbe Mafkstab.
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Losung: (%5; 55) glob. Mazimalstelle unter NB

Aufgabe 11.4 (leicht!)
Die Kostenfunktion einer Unternehmung fiir die Produktion ihrer beiden Produkte
X und Y betrage in Abhéngigkeit von der Ausbringungsmenge = bzw. y:

K(ry)=2>+3y*—22 -9y +5 ;0>2,y >3
Es sollen insgesamt 20 Produkteinheiten produziert werden. Welche Stiickzahlen
sollen jeweils vom Produkt X und vom Produkt Y hergestellt werden, damit die
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Produktion der 20 Stiick kostenminimal erfolgt?
Lisung: (14,125 ;5,875) glob. Mininalstelle unter NB

Aufgabe 11.5
Ein Monopolist bietet zwei Produkte A und B an, fiir die folgende Preis-Absatz-
Funktionen gelten:

pA(ZL’A) = 48 — 4£L’A

pB(xB) =44 — 2%3
Die Herstellung beider Produkte erfolgt auf einer Produktionsanlage, deren fixe Ko-
sten 100 Geldeinheiten (GE) betragen. Produkt A verursacht an variablen Kosten
8 GE/ME, wahrend Produkt B an variablen Kosten 12 GE/ME verursacht. Die
Produktionszeit von A betriagt 32 Zeiteinheiten pro ME, von B betragt sie 4 Zeit-
einheiten pro ME.

Ermitteln Sie fiir beide Giiter die gewinnmaximale Preis-Mengen-Kombination, so-
dass der Gesamtgewinn des Monopolisten maximal wird, fiir den Fall der vollen
Ausnutzung einer beschrankten Produktionsanlage in Hohe von 60 Zeiteinheiten.
Wie hoch ist dieser maximale Gesamtgewinn?

Losung: pa = 44 GE und pp = 30 GE und G(1;7) =62 GE

Aufgabe 11.6 (schwer!)
Aus zwei Rohstoffen Ry und Ry wird ein Gut hergestellt. In Abhéngigkeit der Ein-
satzmengen r;=ME von R; und r,=ME von R, gilt fiir den Produktionsprozess
folgende Produktionsfunktion:

x(ry;re) = 6~7’}/3 . r§/3 7,19 > 0
wobei x die produzierten und abgesetzten Mengeneinheiten des Guts bezeichnet.

Die Fixkosten der Produktion betragen 100 GE.

Die Rohstoffe kosten 8 GE pro ME von R; und 2 GE pro ME von Rs. Der Verkaufs-
preis pro Stiick des Guts betragt 20 GE.

Wie hoch ist der maximale Gewinn, wenn genau 24 ME des Guts hergestellt werden
sollen?

Hinweis: Losen Sie diese Aufgabe mit der Einsetz-Methode

Lésung: G(1;8) = 356 GE

Aufgabe 11.7
Gegeben sind in Abhingigkeit der produzierten und abgesetzten Mengen x bzw. y
zweier Giiter die Kostenfunktion:
K(z,y) =22 + 3y + 2zy + 100 ;2,9 >0
und die Umsatzfunktion:
U(x,y) = 1200 — 22* + 60y — y* ;,y € [0;60]
Ermitteln Sie den maximalen Gewinn, wenn von beiden Giitern zusammen genau
18 ME hergestellt und abgesetzt werden.
Lésung: G(14;4) = 860 GE



Aufgabe 11.8
Gegeben ist die Funktion f(z,y) =2x+5y+7 ;2 >0,y > 0.
Ermitteln Sie unter der Nebenbedingung

2?4+ 3y? = 444
das globale Maximum mit Hilfe der Lagrange-Methode.
Lésung: (12;10) glob. Maximalstelle unter NB

Aufgabe 11.9

Es bezeichnen z die Mengeneinheiten von Gut I und y die Mengeneinheiten von Gut
II. Driicken Sie die nachfolgenden Nebenbedingungen sowohl als mathematischen
Term als auch als Nebenbedingung in Nullform aus:

a) Von Gut I sollen doppelt so viele Mengeneinheiten wie von Gut II hergestellt
werden.

b) Von beiden Giitern sollen zusammen 50 Mengeneinheiten hergestellt werden.

¢) An Rohmaterial kosten Gut I drei Geldeinheiten pro Stiick und Gut II vier Geld-
einheiten pro Stiick. Als Budget zum Kauf des Rohmaterials fiir die beiden Giiter
stehen 80 Geldeinheiten zur Verfiigung. Das Budget soll vollstindig aufgebraucht
werden.



Lésung von Aufgabe 11.1

1. Lisungsweg: Lagrange-Methode

L(zy, 22, \) = 27 - 23 + Maf + 25 — 162)
Lo, (21,29, \) = 20122 + 4023 Ly 0, (21, 20, \) = 223 + 1222
Loy (21,79, \) = 20379 + ANTS  Lyye, (71, 7o, A) = 227 + 1223
L)\(Zli'l, T2, )\) = l’% + ZL’% — 162 L:clscg (ZL’l, T, )\) = 41’11’2

Notwendige Bedingung:
I 0 = 2xa3+ 4 a3

I 0 = 22%ry + 4 a3
111 0 ri+ 25 — 162
xy -1 0 = 22z + 4\
xg - 11 0 = 22223+ 4\x)
T I—2- 11 0 A ] —Ad\xh = o] = 1) = 1 = 39
111 0 ri+ 2t — 162
217 162
:)ﬁ = 8l= x=—-3 oderz;=3=29=3
——

¢ Def.bereich .
| 0 = 54+)\-108:>>\:—§:—0,5
d.h. in (3;3) liegt unter Beriicksichtigung der Nebenbedingung eine mogliche Ex-
tremstelle von f(z1,x2).
2. Lésungsweg: Einsetz-Methode
NB: 2] + 25 = 162 = x5 = +4/162 — xf

Setze f(x1) = 2% - 1/162 — af
fl(zy) = 221(162 — )™ + 27 - 0,5 - (162 — 27) 7" - (—da?})
Notwendige Bedingung:

217

— 4\0,5 40,5

0 = 211(162 — z7) — 225 = 3242, — 429 | =1 und + 4z}
dr1=3242]=81< wx,=-3 oderz;=3=129=3
——
¢ Def.bereich
d.h. in (3;3) liegt unter Beriicksichtigung der Nebenbedingung eine mogliche Ex-
tremstelle von f(z1,x2).

Lésung von Aufgabe 11.2

K(z1,25) = 0,522 + 23 + 225 + 1000

Nebenbedingung:

1+ 29 =80 = 29 =80 — 21

Setze: K(x1) = 0,527 + (80 — z1)? + 2(80 — z1) + 1000 = 1,52 — 162z, + 7560
Dann hat K(z1,22) in (54;26) ein glob. Min unter Beriicksichtigung der Nebenbe-
dingung.



Lésung von Aufgabe 11.3
x(ry,r9) = 1579 + 2671y + 2r179v — 13 — 212
Nebenbedingung:

3
37“1—|—27“2:50:>7’2:25—§r1

3 3 3\’
Setze: x(r;) = 15 (25 — 57”1) + 267 + 21 (25 — irl) — (25 — irl) —2rf
29 257
= —Zr% + =51 — 250

257 679

Dann hat z(ry;rs) in (E7 )

) ein glob. Max unter Beriicksichtigung der Ne-
benbedingung.

Lisung von Aufgabe 11.4

K(z,y) =2+ 3y*>—2x -9y +5

Nebenbedingung;:

r4+y=20=2y=20—=x

Setze: K (z) = 2% +3(20 — x)? — 22 — 9(20 — x) + 5 = 42? — 1132 + 1025

Dann hat K(z,y) in (14,125;5,875) ein glob. Min unter Beriicksichtigung der Ne-
benbedingung.

Lésung von Aufgabe 11.5
Umsatz U(xa,2p) =pa-xa + pp-xp = 48w, — 42?4 + 44xp — 224
Kosten K(z4,z5) = 8x4 + 12z5 + 100
Gewinn G(xa,2p) = U(za,zp) — K(za,25) = 4004 — 42%4 + 3225 — 22% — 100
Ziel: G(z4,25) = minimal unter NB 60 = 3224 + 4z = 25 = 15 — 824
Setze: G(xa) = 40z4 — 42% 4+ 32(15 — 8x4) — 2(15 — 824)? — 100
= 40z 4 — 42% + 480 — 25674 — 450 + 480z 4 — 1287% — 100
= —1322% + 26424 — 70
Dann hat G(z4,zp) in (1;7) ein glob. Max unter Beriicksichtigung der Nebenbedin-
gung.
Die Gewinn-maximalen Mengen sind z4 = 1 ME und xp = 7 ME.
Die Gewinn-maximalen Preise sind: py = 48 — 4 = 44 GE, pp = 44 — 14 = 30 GE.
Der maximale Gewinn betrigt G(1;7) = 62 GE.

Lisung zu Aufgabe 11.6

U(ri,r) =20-2=20-6-r> 12 =120 p/* . 42*

K(ry,re) = 8r1 4 215 + 100

G(ri,m) =120 72 — 8y — 27y — 100

Ziel: G(ry,79) = max unter NB 24 = 67’}/3 : r§/3

Der Clou ist zu erkennen, dass unter der NB der Umsatz 20 - 24 betrégt!
Einsetzmethode:



NB: 24 = 6-r/%.2® | =6

4 = p/3g2 | hoch 3
64 = ry -1l | =72
64
2 o n
64 512
AG(ry) =20-[24] - 8- ——27“2—100————2r2+380
3
1024
T2
3072
G,/(Tg) - _ -
T2
Notwendige Bedingung:
1024 1024
0=-24+-—"-=>2="—=7r;=512=r,=38
r

2 )
Hinreichende Bedingung:
3072

G"(ry) = 4 Simmer 0

d.h. G(ry,m9) %at in (1;8) ein glob. Max unter Beriicksichtigung der Nebenbedin-
gung.

G(1;8) =480 — 8 — 16 — 100 = 356

d.h. unter der Nebenbedingung betrigt der maximale Gewinn 356 GE.

Die Lagrange-Methode funktioniert leider nicht, weil dann die Differenz D(rq, r2, Ag)
null betragt.

Lagrange-Methode:

Lry,ra, \) = 20 - 24 — 81 — 2ry — 100 + A <6r}/3 2 24)

_ 4 _
L. (r1,m9,A) = =8 4+ 2\ 23 r§/3 Ly (r1,m9,A) = ==X - 5/3 r§/3

L., (r1,m9,A) = =2 +4)\rl/3 2_1/3 Ly (11,72, A) = _5)\ . 7“1 -7“2_4/3

4 _ _
Ly(r,m9,\) = 67’1/3 2/3 —24 Ly (11,10, ) = g)\ T 2/3 Ty 1/3

Notwendige Bedingung:

[ 4 = A28 egr— .2
T
I 1 = 227y P e1=28x3. 2

T2
I 4 = r? 2P er l=ttenr= %
)
Jetzt wird fiir r1 der Term % in die erste und die zweite Gleichung eingesetzt:
2
[o6d = A 28— 262144
4096 ° ?

64 A3 1

N e D=
r3 rs 512
3

1
Jetzt wird der Term — in der ersten Gleichung ersetzt durch 5@
)

I 1 =



A3 1
I (—3 Ty 7y =262144 & 1) = 134217728 < 1y = 8

7)) " 50
Daraus ergibt sich fiir r;:
Ir r = 6—3 =1
Der Wert von A ergibt sich aus der zweiten Gleichung wie folgt:
1o = —2+4>\-11/3-8‘1/3:—2+4)\~1-%:—2+2>\<:>>\:1
Hinreichende Bedingung:
Dirra 1) = — %Tl—s/s 2. (—§> U %Tl—m S %Tl—w g

16 _ _
57”1 4/3 r; 23 _

Lisung zu Aufgabe 11.7:

G(z,y) =Ulx,y) — K(x,y) = —42* — 4y* — 22y + 120z + 60y — 100 ;z,y € [0; 60]
NBiz+y=18x=18—y

Setze G(y) = —4(18 — y)* — 4y* — 2(18 — y)y + 120(18 — y) + 60y — 100

G(y) = —1296 + 144y — 4y* — 4y — 36y + 2y* + 2160 — 120y + 60y — 100

G(y) = —6y? + 48y + 764

G'(y) = —12y + 48

G"(y) = —12

Notwendige Bedingung;:

0=-12y+ 8 y=4=2r=18-4=14

Hinreichende Bedingung:

G"(y) = =12 <jpmer 0

d.h. (14;4)=glob. Maximalstelle unter NB

G(14;4) = 860

d.h. unter Beriicksichtigung der Nebenbedingung betrigt der maximale Gewinn 860
GE.

Lisung zu Aufgabe 11.8:

L(z,y,\) =22 + by + 7+ Aa? + 3y* — 444)
L.(x,y,\) =2+ 2)\x Loo(z,y, A) = 2A
L,(z,y,\) =5+ 6\y Ly, (x,y,\) =6
Ly(x,y,\) = 2* +3y* — 444 L,y (z,y,\) =0

Notwendige Bedingung:



I 0 = 242X\
II 0 = 5+6Ay
III 0 = 2%+ 3y>—444
3y -1 0 = 6y+6Azy
x- 11 0 = bx+6Azy
y-I—x-11 0 = 6y—drx=2=12
II1 0 = (1,2y)*+ 3y* — 444
0 = 1,44y + 3y? — 444
0 = 4,44y° — 444
0 = 92—100= y=-10 odery=10= 2 =12
—
¢ Def.bertleich
I 0 = 242\ 12= A= 12
Hinreichende Bedingung:
D(z-y-_i):2.(_i).6.(_i)_02:E>. 0
12 12 12 144 ~ Unmer
1 1 1

Lo (5 y; _E) =2- (_E> = 6 <immer 0

d.h. f(z;y) hat in (12;10) ein glob. Max unter Beriicksichtigung der Nebenbedin-
gung.

Die notwendige Bedingung lésst sich auch wie folgt 16sen:

I 0 = 242 0=—3

II 0 = 5+60yey=—%

I 0 = 2 +3y° —d4dd = (—1)° +3.(=3)" —4dd = L + By — 444 | 12X
0 = 12425 —5328)\2 = 37 — 5328\’

37 = 538N & =N =15

1 1
1. Fall: A= — = ——— = —12 ¢ Def. ich
all: A Tt e ¢ Def.bereic
1 1
2. Fall: A\ = —— =— =12
4 2T T R
)
S T
YT T 112

Lésung zu Aufgabe 11.9:
a) r=2yund x —2y =0

b) x+y=50und x4+ y—50=0

¢) 3z +4y =80 und 3z +4y — 80 =0



Zusammenfassung: Optimierung unter Nebenbedingungen

Zur Optimierung unter einer Nebenbedingung kennen wir zwei Methoden.

Die Einsetz-Methode scheint auf den ersten Blick vom Rechenaufwand weniger auf-
windig zu sein als die Lagrange-Methode. Lisst sich eine Nebenbedingung ,einfach*
nach z oder y auflésen, so ist die Einsetz-Methode der Lagrange-Methode vorzuzie-
hen. Ist jedoch die Nebenbedingung zum Beispiel quadratisch; d.h. 22 4+y? = ¢, so ist
es hdufig einfacher, die Optimierung mit Hilfe der Lagrange-Methode zu bestimmen.

Mit Nebenbedingung (Lagrange-Methode)

Eigenschaft

Uberpriifung

lok. Min in (x¢; yo)

Lo (20; Y05 M) = 0
Ly(Io;yo; )\0) =0
L (20 Y0; Ao) =0
L (205 Y03 Xo) * Ly (203 505 M) — (Lay (T03 Y03 Ao))” > 0
Lo (705 y0; Ao) > 0

lok. Max in (x¢; yo)

Lo (203 Y05 Mo) = 0
Ly(il?o;yo; Ao) =0
L (20 Y0; Ao) =0
Lua (205 Y03 Xo) * Ly (203 505 M) — (Lay (T03 Y03 Ao))” > 0
Lo (705 y0; Ao) <0

glob. Min in (x¢; yo)

Lo (03 Y05 M) = 0

Ly(il?o;yo; Ao) =0

L (20 Y0; Ao) =0

Lua(233 o) * Lyy (2355 M) — (Lay (293 X)) > 0 fiir alle 2,y € Dy
Ly (x;y; Ng) > 0 fiir alle z,y € Dy

glob. Max in (x¢; yo)

L (205 y0; Ao) = 0

Ly(il?o;yo; Ao) =0

L(20; Y0; Ao) =0

Lua(233 o) * Lyy (2355 M) — (Lay (293 X)) > 0 fiir alle 2,y € Dy
L. (z;5y; Ng) < 0 fiir alle z,y € Dy




