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Extremwerte und Kurvendiskussion

Aufgabe 8.1

Gegeben sind die Preis-Absatz-Funktion p(z)und die Kostenfunktion K (x):
p(x) =400 — 0,02z ; =z € [0;20000]
K(z) =10000+ 0,4z ; 2« € [0;00)

a) Ermitteln Sie den Gewinn-maximalen Preis und die Gewinn-maximale Menge.

b) Nehmen Sie an, mehr als 8000 Stiick konnen in der betrachteten Periode nicht
produziert werden. Welchen Einfluss hat diese Kapazitatsrestriktion auf das Ge-
winnmaximum?

c) Wie verdndert sich die Gewinn-maximale Menge, wenn hochstens 16 000 ME in
der betrachteten Periode hergestellt werden kénnen?

Aufgabe 8.2

Ein Monopolist produziert ein Gut mit der Kostenfunktion
K(z) = 2% — 122? 4+ 20z + 100, z € [0; 20]

und sieht sich der Preis-Absatz-Funktion
p(x) = —20x + 480, z € [0;20]

gegeniiber.

a) Es sind die Gewinn-maximale Menge, der Gewinn-maximale Preis und der ma-
ximale Gewinn zu bestimmen.

b) Auf jede produzierte Menge wird einen Mengensteuer in Hohe von 140 GE/ME
erhoben. Der Produzent fiigt die Steuer seinen Kosten hinzu, sodass sich die
Gesamtkosten um die abzufithrende Gesamtsteuer S = 140x erhchen.
Ermitteln Sie erneut die Gewinn-maximale Menge, den Gewinn-maximalen Preis
und den maximalen Gewinn sowie die abzufithrende Steuer.

Aufgabe 8.3
Ein Monopolist hat folgende Gewinnfunktion:

G(z) = 0,012 + 0,222 + 152 — 100; z € [10;40]
wobei x die produzierte und abgesetzte Menge (in ME) bezeichnet.
Zusétzlich ist die Kostenfunktion des Unternehmens bekannt:
K(z) = 0,012% — 0,222 + 52 + 100; z € [10;40]



a) Ermitteln Sie die Gewinn-maximale Menge und berechnen Sie fiir diese die Hohe
der Grenzkosten und der Stiickkosten.

b) Fiir welche Menge sind die variablen Stiickkosten minimal?

¢) Ermitteln Sie die Umsatzfunktion. Fiir welche Menge ist der Umsatz maximal?

Aufgabe 8.4
Ein Unternehmen kann ein Produkt entsprechend der Produktionsfunktion
(r)=6-vr2—24 ;r>38
herstellen, wobei
x(r) = hergestellte Menge
r = Einsatzmenge eines Produktionsfaktors
bezeichnen.
Der Preis p des Produkts betrage GE 20 pro Einheit, wobei jede produzierte Menge
auf dem Markt abgesetzt werden kann; d.h. Absatz = hergestellte Menge = z(r).
Der Preis pro eingesetzter Einheit des Produktionsfaktors r betrage GE 8.

a) Wie hoch sind Umsatz (Erlos), Kosten und Gewinn bei einer Produktion von
576 Einheiten?

b) Geben Sie die Gewinnfunktion in Abhéngigkeit vom Absatz an.

c) Bei welcher produzierten und abgesetzten Menge wird der Gewinn maximal?

Aufgabe 8.5
Gegeben ist die Funktion

1 1
f(x):§x3—§x2—2x—|—1 cx e R

Bestimmen Sie alle Extremstellen, Wendestellen und Sattelstellen von f.

Aufgabe 8.6
Gegeben ist die Funktion

1
f(x):§x3—2x2+4x+5 sz e R

Bestimmen Sie alle Extremstellen, Wendestellen und Sattelstellen von f.

Aufgabe 8.7
Uberlegen Sie, ohne eine Wertetabelle aufzustellen, zu welcher Funktion f der nach-
folgende Graf gehort:



a) f(z)=2°—4

b) f(z) =2 — 4z

o) f(z)=—2°+4z
d) f(x) = 2* — 422
e) flz) = —z* 4 42?

Aufgabe 8.8

Das globale Minimum der Stiickkosten wird als Betriebsoptimum bezeichnet.

Preis |  Output Umsatz | Gesamt- | Fix- | Variable | Stiick- | variable | Grenz-
kosten | kosten | Kosten | kosten | Stiick- | kosten
kosten
Betriebs- 4000 4000 2500 1,5
optimums-
stelle

a) Wie hoch ist der Output?

b) Wie hoch ist das Betriebsoptimum?

¢) Wie hoch sind die Grenzkosten?




Lésung von Aufgabe 8.1
Die Gewinnfunktion G(z) = p(z) -z — K(z) = —0,022% + 399,62 — 10 000 sieht wie
folgt aus:
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a) Notwendige Bedingung:
0=G'(z) = —0,04z + 399,6 < = = 9990
Hinreichende Bedingung:
G"(r) = 0,04 <iypmer 0 3 d.ho 2 =9990 glob. Max.
Gewinn-maximale Menge 9990 ME
Gewinn-maximaler Preis p(9990) = 200,2 GE

b) Da G streng monoton steigend auf [0;8 000] liegt das glob. Max am rechten Rand
des Intervalls [0;8000]; d.h. Gewinn-maximale Menge 8 000 ME
d.h. der Gewinn reduziert sich um G(9990) — G(8000) = 1986 002 — 1906 800 =
79202 GE

c) Die Gewinn-maximale Menge betragt 9990 ME, da x = 9990 aus Teilaufgabe a)
in dem Intervall [0;16 000] liegt.

Lésung von Aufgabe 8.2

a) G(z) =p(z) v — K(z) = —2* — 82% + 460x — 100 ;x € [0;20]
Notwendige Bedingung;:

4
0=G'(z) = =322 — 162 + 460 & z = 10 oder z = _§6

———
¢ Def.bereich

Hinreichende Bedingung:

G"(r) = =62 — 16 <;mer

d.h. x = 10 glob. Max.

Gewinn-maximale Menge 10 ME

Gewinn-maximaler Preis p(10) = 280 GE

maximaler Gewinn G(10) = 2700 GE

0 ;daz>0

b) G(z) = (—2® — 82% + 460x — 100) — 140z = —2® — 8% + 320x — 100 ;z € [0;20]
4



Notwendige Bedingung;:

4
0= G'(zr) = —32% — 162 + 320 & z = 8 oder t=—7
——

¢ Def.bereich
Hinreichende Bedingung:

G"(r) = =62 — 16 <jpmer 0 ;da x>0
d.h. z = 8 glob. Max.

Gewinn-maximale Menge 8 ME
Gewinn-maximaler Preis p(8) = 320 GE
maximaler Gewinn G(8) = 1436 GE
abzufiithrende Steuer 140 - 8 = 1120 GE

Losung von Aufgabe 8.3

B g2
a) G(z) = ~100 + 5 + 152 — 100 ;z € [10;40]
Notwendige Bedingung:
3 2 50
0=G'(x) :—mx2+5x+15(:)x:30 oder T=—=

—_———
¢ Def.bereich

Hinreichende Bedingung:
3 2
G"(z) = ~50% T 7 immer 0 ; daz € [10;40]
d.h. z = 30 glob. Max.
Gewinn-maximale Menge 30 ME
Grenzkosten K'(z) = 0,03z? — 0,4z + 5

Grenzkosten K’(30) =20 GE

K 4
Stiickkosten k(30) = K(30) _ 30 11,33 GE

30 30
Ky
b) k() = 208 0 0122 — 09545 ca € [10:40
x
Notwendige Bedingung:
0=k (z) =002z —0,2< x=10
Hinreichende Bedingung:
ky(x) = 0,02 >jmer 0 ; d.h. & =10 glob. Min
Betriebsminimum 10 ME

c) U(z) =G(x) + K(z) =20z ;2 € [10;40]
d.h. U(x) ist eine steigende Gerade. Eine steigende Gerade hat ihr glob. Max am
rechten Rand des Definitionsbereichs.
Umsatz-maximale Menge 40 ME

Losung von Aufgabe 8.4



a) 576 6-Vr2—24 |+24
600 = 6-Vr2 | =6
100 = V/r2 | hoch 3
1000000 = r? | Wurzel
1000 = r

Umsatz U(z) = p(x) - * = 20z und U(576) = 20 - 576 = 11 520
Kosten K(r) =8-r und K(1000) = 8000
Gewinn = 11520 — 8000 = 3520 GE

b) r o= 6-Vr2—24 |+24
r4+24 = 6-Vr? | +6
%—1—4 = Vr? | hoch 3
3
<%—1—4> = r? | Wurzel
T 3
z 4) _
<6+ r
T 3
K(z) =8 <6+4)

¢) Notwendige Bedingung:

0=C'z) = 20—2-,/%+4 | +2-/Z+4

x
2:.4/=+4 = 20 =2
6 i |
x
5 +4 = 10 | hoch 2
T4 = 100 | —4
6
- = 96 -6
5 |
xr = bH76
Hinreichende Bedingung:
G'(z) =— 0; d.h. z = 576 glob. Max

T <immer
6.5 t4
Gewinn-maximale Menge 576 ME

Losungsweg zu Aufgabe 8.5:
fl(z) =2 —x—2
f(x)=2x—1

f///<x> — 2

1. Extremstellen:
Notwendige Bedingung:
0=f(z)=2>—-2—-2=2=—1oder v =2
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Hinreichende Bedingung:
f"(—=1) = =3 < 0 d.h. x = —1 lokales Maximum
f"(2) =3 >0 d.h. x = 2 lokales Minimum

2. Wendestellen:
Notwendige Bedingung;:
0=f"(z)=2x—1=2=05
Hinreichende Bedingung:
17(0,5) =2 #0 d.h. x = 0,5 Wendestelle

3. Sattelstellen:
1(0,5) # 0 d.h. es gibt keine Sattelstellen.

Losungsweg zu Aufgabe 8.6:
f(z) =2* — 4o + 4
f'(x)=2x—4

F(2) = 2

1. Extremstellen:
Notwendige Bedingung:
O=fllz)=2*-do+4x=2
Hinreichende Bedingung:
7(2) =

d.h. mit unseren Sétzen konnen wir keine Aussage iiber Extremstellen machen

2. Wendestellen:
Notwendige Bedingung:
O0=f"(z)=20x—-4< =2
Hinreichende Bedingung:
1"(2) =2 # 0 d.h. = 2 Wendestelle

3. Sattelstellen:
f'(2) =0 d.h. x = 2 ist sogar eine Sattelstelle

Lisungsweg zu Aufgabe 8.7:
Auf (—o0;0] ist die Funktion konkav, auf [0; 00) ist die Funktion konvex.

Bei ¢) ist die Wolbung genau umgekehrt.
Bei d) und e) wechselt die Funktion ihr Kriimmungsverhalten nicht in z = 0. (Son-

dern 1nx——fundx [

Bei a) verlduft die Funktion nicht durch den Punkt (0;0).



Also ist die gesuchte Funktion b).

Losung zu Aufgabe 8.8

Preis | Output | Umsatz | Gesamt- | Fix- | Variable | Stiick- | variable | Grenz-
kosten | kosten | Kosten | kosten | Stiick- | kosten
kosten
| 4 | 1000 | 4000 | 4000 | 2500 | 1500 | 4 | 15 | 4

a) variable Kosten = Kosten minus Fixkosten = 1500 GE

Output x = variable Kosten + variable Stiickkosten = 1000 ME

d.h. der Output betragt 1000 ME.

Preis p(1000) = Umsatz <+ Output = 4 GE

Stiickkosten = Kosten = Output = 4 GE
d.h. das Betriebsoptimum betrigt 4 GE.

Die Grenzkosten von 4 GE ergeben sich geméfl der Quotientenregel aus der
Gleichheit von Grenzkosten und Stiickkosten in der Betriebsoptimums-Stelle
x = 1000 (vgl. Arrenberg[2015]: Wirtschaftsmathematik fiir Bachelor, Satz 7.41
und Beispiel 7.49):

K'(1000) =

K (1000)
1000

— k(1000) = 4 GE



Zusammenfassung

Eigenschaft Uberpriifung
f monoton fl(x) >0
steigend in [a; b] fir alle x € (a;0)
f monoton f(x) <0
fallend in [a; b] fir alle x € (a;0)
x lokale Minimalstelle | f'(z9) =0
f"(x0) > 0
xg lokale Maximalstelle | f'(z9) =0
J"(x0) <0
xg globale Minimalstelle | f'(z¢) =0
in [a; 0] f"(x) > 0 fur alle = € (a;b)
xg globale Maximalstelle | f'(z9) =0
in [a; 0] f"(x) <0 fir alle x € (a;b)
xo Wendestelle f'(xo) =0
f”’(l“o) £ 0
xo Sattelstelle f'(xg) =0
f”’($0) £ 0
f'(x0) =0




